WIEDERHOLUNG

Diese Fragen sollten Sie auch ohne Skript beantworten konnen:

Was versteht man unter der imaginaren Achse?

Was hat die Modulo-Operation mit den komplexen Zahlen zu tun?
Wie kann man mit komplexen Zahlen rechnen?

Was ist die konjugiert komplexe Zahl?

Was versteht man unter der Kartesischen Darstellung?

Worauf ist bei der Division von komplexen Zahlen zu achten?

Was ist das Argument und der Betrag einer komplexen Zahl?
Welche Darstellungsformen einer komplexen Zahl kennen Sie?

LN X N X X X X X

Wie grol sind die moglichen Winkel ohne Imaginarteil?
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AUSSAGENLOGIK

Sprache y,
Wahrheitsbelegungsfunktion -
sk ki
® of I™ Aussage

Aussage:
Eine Aussage ist ein Satz der eindeutig als wahr oder falsch klassifiziert werden kann.

Aussageform:

Eine Aussageform A(x) ist ein Satz der mindestens von einem flexiblen Zustand bzw.
einer Variablen abhangig ist und dadurch zu einer Aussage wird.
Wahrheitsbelegungsfunktion:

Es handelt sich um eine einstellige Funktion, die einer beliebigen Aussage den Wert
,wahr“ oder ,falsch” zuordnet.

Beispiel:

Wahre Aussage: 40+2 =42
Falsche Aussage: J-42eR
Aussageform: x+42=0
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LOGISCHE OPERATOREN

Negation:

— Konjunktion:

— Disjunktion:

Subjunktion:

- >4 —-20$0—=2 70

Bijunktion:

Games Academy 2015

—W)=F
—~(F)=W
A W

w W

F F

\V w

W "
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W W

F F
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WAHRHEITSTABELLEN

In einer Wahrheitstabelle werden alle méglichen Szenarien einer Schaltung
abgebildet und durchgespielt.

Die positiven Ergebnisse werden als Erfillungsmenge der Aussage E[A] bezeichnet.

Mit n Eingangen kdnnen2" verschiedene Eingabemuster erzeugt werden, wobei in
den jeweiligen Zeilen stets 2" """ mal wechselnd WAHR bzw. FALSCH steht.
Die folgenden Zeilen werden analog oder durch Halbierung der Muster gebildet.

Beispiel: 3 Eingabevariablen = 8 verschiedene Eingabemuster
a W W W w F F F F
b W W F F w w F F
c " F \" F " F w F

E[A]
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GESETZE

Kommutativgesetz: anb=bnra avb=bva
Assoziativgesetz: a/\(b/\c):(a/\b)/\c a\/(b\/c)=(a\/b)\/c
Distributivgesetz: a/\(bvc):(a/\b)v (a/\c) av (b/\c):(avb)/\(avc)
De Morgan: —u(a/\b):—wzv—ub —u(avb):—wz/\—ub
Absorption: an(avb)=a av(anb)=a

ldempotenz: ana=a ava=a

Neutralitat: anW =a avF=a

Ubergewicht: anF=F avW=W
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ZUSAMMENHANGE

Tertium non datur:
Widerspruch:

Doppelte Negation:
Subjunktion:

Bijunktion:

Kontraposition:

Games Academy 2015

av—-a=W
an—a=F
—|(—|a)=a

a—b=(—avb)

a<>b= a%b)/\(b%a))

((
a Hbz((a/\b)v (—|a/\—|b))

a—b=(=b——a)

Torsten Schreiber
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BEGRIFFE

Prafix (lat. prae ,,vor” und fix ,fest“):
Ist in der deutschen Sprache eine sogenannte Vorsilbe und beschreibt in
der Mathematik ein Objekt, dass sich vor einem Term o0.3. befindet.

Ein Prafix vor einer Einheit gibt z.B. Auskunft dariber mit welcher
Zehnerpotenz zu multiplizieren ist (1 GB = 1 GigaByte = 1-10° Byte)

Infix (lat. in ,hinein” und fix ,fest”):
Ein Infix steht also innerhalb eines Ausdruck.
Dadurch existieren die Operatoren der Arithmetik in der Infix-Notation (73 — 42)

Postfix (lat. post ,nach” und fix , fest”):
Ein Postfix steht also stets hinter einem Term oder Ausdruck.
So ist z.B. das Gleichheitszeichen ein Postfix dar (73 — x = 42)
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BEISPIEL EINER SCHALTUNG

Schaltung: a
b VAN
© - — 3
—g
c \V4

Wahrheitstabelle: [(a Ab) & (mbv c)] —c E A] = Bool’ \{(FWF )}
a wiw|w]|w]|F|F]|F]|F
b wiliw/|F|F|w]|w]|F]|F
c w|F|w]|F|[w]|F]|w]|eTF
anb wiw/|FrF|F[F|]F]|]F]TF
—b FlFlwlw]|]F|F|[w]|w
—bve wWilF|lw|w|lw]|lF]|w]|[w
(anb) = (—bve) w|l FfF|lF[]F|]F[lwW]|F]|F
lanb) s(=bve)l el Y [V WYY
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AUFGABEN

Geben Sie zu den folgenden Schaltungen die Erfullungsmenge an.

a
1) ; y
A — |}
d 3
_c
NULL -
2) Z PN
VAN
i e
L
—
d—9 Vv
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FORMELKLASSEN

Je nach Art der Erflillungsmenge kann der Ausdruck/ die Schaltung klassifiziert werden.

Tautologie (allgemeingiiltig):
Die Erfillungsmenge der Aussage ist Bool”, d.h. die Lampe brennt immer.

Beispiel: A(p,q)z PAGg—p=> E[A]z Bool®

Kontingenz (erfullbar):
Die Anzahl der Erfiillungsmuster liegt in[l;(n—1)], d.h. die Lampe brennt manchmal.

Beispiel: Ala,b,c)=an(b— —avc)e b= E[A|={WwwW ),(FFW ),(FFF )}

Kontradiktion (ungiiltig):
Die Erfillungsmenge der Aussage ist{ } , d.h. die Lampe brennt nie.

Beispiel: Al(x,y)=(xA—x)A(yv—y - xe y)= E[A]={}
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IMPLIKATION / AQUIVALENZ

Implikation (Folgerung):

Soll ein Ausdruck 2 die Folgerung aus einem Ausdruck 1 sein(A1 —> Az) ,wird mittels
Wahrheitstabelle die Subjunktion gepriift.

Stellt diese Subjunktion eine Tautologie dar, so handelt es sich um eine Implikation.

A=(A = A,): E[A]=Bool" also A = A,

Aquivalenz (Gleichheit):

Soll ein Ausdruck 1 gleichwertig mit einem Ausdruck 2 sein(A1 — A2) ,wird mittels
Wahrheitstabelle die Bijunktion gepruift.

Stellt diese Bijunktion eine Tautologie dar, so handelt es sich um eine Aquivalenz.

A=(A & A):E[A]=Bool" also A < A,
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AUFGABEN

Bestimmen Sie die Erfillungsmenge der folgenden Aussagenverbindung.
Geben Sie anschlieRend an, um welche Formelklasse es sich handelt (Begriindung).

1) A(p,q.r)=p—(@qvr)e—(gvr)——p
2) A(p,q,r)=—(p—>(qvr)v(gnar)

3) Ax,y,2) =(xAyY)V(xVv—y) 526 XxVy —>2Z

Prifen Sie mittels Wahrheitstabelle, ob die Aussage 7,(x, y,z) =xA y — z eine Folgerung
aus T, (x, y,z) = x A(y — z) darstellt und begriinden Sie lhr Ergebnis.

Prifen Sie mittels Wahrheitstabelle, ob die beiden Aussagen A,(a,b,c) =anb —c
und A,(a,b,c):=an(b— c) identisch sind.
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FORMALISIERUNG

Variablendefinition:

Im ersten Schritt muss fur jeden Zustand oder auch fir jeden geschilderten Sachverhalt
eine Variable definiert werden.

Aussagendefinition:

Fir jede existierende Aussage wird nun mittels der zuvor definierten Variablen eine
aussagenlogische Formel generiert.

Formalisierung:

Im letzten Schritt werden die erstellten Formeln miteinander verbunden.

Handelt es sich um ein gleichzeitiges Auftreten der Zustande mittels Bijunktion, bei
einer Folgerung (wenn ... dann) mit der Subjunktion.

Wahrheitstabellen
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BEISPIEL FORMALISIERUNG

Andreas, Benedikt, Carolin und Dora sind auf eine Party eingeladen:

v" Wenn Andreas geht, dann geht auch Benedikt.

v’ Carolin und Dora gehen nicht beide.

v Von Andreas und Dora gehen mindestens einer.

v" Wenn Benedikt oder Dora geht, dann geht auch Carolin.

Es werden demzufolge die folgenden 4 Variablen definiert:

a: Andreas
b: Benedikt
C: Carolin
d: Dora

Games Academy 2015 Torsten Schreiber
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BEISPIEL FORMALISIERUNG

Die Aussagen liefern die folgenden Aussagen:

v" Wenn Andreas geht, dann geht auch Benedikt. a—b
v" Carolin und Dora gehen nicht beide. —u(c A d)
v" Von Andreas und Dora gehen mindestens einer. avd

v Wenn Benedikt oder Dora geht, dann geht auch Carolin. —— > (b \ d) —C
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BEISPIEL FORMALISIERUNG

Da alle 4 Aussagen gleichzeitig erfillt sein missen, erhalt man:

(@a = b)A=(cad)alavd)albyvd —c)

Die dazugehorige Wahrheitstabelle liefert das folgende Ergebnis:

a WWWWWWWWTF F F F F F F F
b WWWWTF FFFWWWWTFF F F
c WWF FWWFFWWTFFWWFF
d WFWFWTFWFWFWTFWFWEF

E[A] FWTFTFFFFFFTFTFFFFFF

Wie man erkennen kann, geht Andreas, Benedikt und Carolin auf die Party.
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AUFGABEN

1) Losen Sie folgenden Kriminalfall, bei dem nach Ermittlungen bekannt ist:

v'Falls Hugo und Esmeralda nicht beide beteiligt waren, dann ist auch Fred auRer Verdacht.
v'Ist Esmeralda schuldig oder Fred unschuldig, so kann auch Hugo nicht der Tater sein.
v Aber mindestens einer der drei war der Tater.

Formalisieren Sie dazu zuerst die gegebenen Sachverhalte und bestimmen anschliefend
mittels Wahrheitstabelle den Morder.
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Geben Sie die Erfullungsmenge an und ggf. die Aussage bzw. die Schaltung.

AUFGABEN

1) a A
b —
v
%
c
4
2) “(aebVc)eocAh-a-b
3) X—=>—ayNzZeozZVax oy

Games Academy 2015
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AUFGABEN

1. Geben Sie die Erfiillungsmenge folgender Aussage an und begriinden Sie
die zugrundeliegende Formelklasse. A(p,q,r)=(rv (p > @) A(—rv q)

2. Priifen Sie ob die beiden Aussagen 7,(a,b,c) =a b — c und

T,(a,b,c) =(a — ¢)v (b — ¢) identisch sind. Begriinden Sie Ihr Ergebnis.
3. Gegeben sind die beiden Ausdriicke A;(x,y,z) = (xAy)V(XAz)V

(YA z) und Ay(x,y,2) = (XAzZ)V(xAy)
Ist die Subjunktion von A, auf A allgemeingiiltig?
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?



WIEDERHOLUNG

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten kbnnen:

Worin liegt der Unterschied zwischen Aussage und Aussageform?
Was versteht man unter Bijunktion bzw. Subjunktion?

Welche Operatoren stammen direkt aus der Mengenlehre?

Was versteht man unter einer Wahrheitstabelle?

Was beschreibt die Erfillungsmenge einer Aussage?

Wann benutzt man den Ausdruck Bool?

Was versteht man unter einer Formelklasse?

Was versteht man unter einer Formelklasse?

Was kann man durch die Aquivalenz beweisen?

Wann hat man eine Implikation?

Aus welchen wesentlichen Schritten besteht die Formalisierung?
Wie kann man eine eindeutige Losung ermitteln?

AN NI NN N Y Y N N N NN
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ARITHMETIK

Die Klammer sprach: ,,Zuerst komm ich,
Gefolgt vom Punkt und dann der Strich”

O
@
N ¥,

Games Academy 2015

Torsten Schreiber

60



BINOMISCHE FORMELN |

1. Binom: (a + b)? = a® + 2ab + b?
2. Binom:(a — b)? = a? — 2ab + b?

Methodik:

1. Quadrierung der linken Variablen

2. Das Doppelte von linker mal rechter Variablen
3. Quadrierung der rechter Variablen

Beispiel:
(2x —3y)? = (2x)? + 2 2x - (=3y) + (—3y)?

(2x — 3y)? = 4x? — 12xy + 9y?
(—4x3 + 2y%)? = 16x° — 16x3y? + 4y*
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BINOMISCHE FORMELN Ii

3. Binom: (a+b)-(a—>b) =a?—b?
Beispiel:
(—=3x + 2y) - (—=3x — 2y) = 9x? + 6xy — 63y — 4y*?
oder einfacher
(—=3x + 2y) - (—=3x — 2y) = 9x? — 4y*?
Anwendungsbeispiele:
* Entfernen einer Wurzel aus einer Summe

e Entfernen des Imaginaranteils einer komplexen Zahl
(konjugiert komplexe Zahl)
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PASCAL'SCHE DREIECK |

Exponent (n) (a+5)"
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Elemente in der 7. Zeile:

Ganz links: 1

Nebenan: 7,dennl+6=7
Nebenan: 21, denn 64+15 = 21
Nebenan: 35, denn 15 4+ 20 = 35

Somit ergibt sich fiir die 7. Zeile die folgende Struktur:

1-7-21-35-35-21-7-1

Games Academy 2015 Torsten Schreiber
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PASCAL'SCHE DREIECK II

Methode des Pascall’schen Dreiecks:

1. Koeffizienten:
Sie gehen an die richtige Zeile des Pascall’schen Dreiecks und schreiben die Koeffizienten mit
einem »+« versehen ab.

2. Linke Variable:

Jetzt nehmen Sie den linken Teil der Summe und notieren diesen in Klammern hinter die
Koeffizienten des ersten Schritts. AnschliefSend schreiben Sie von links anfangend den
héchsten Exponenten minus eins bis zum Exponenten Null Gber die linke Variable.

3. Rechte Variable:

Nun benutzen Sie den rechten Teil der Summe. Diesen Ausdruck schreiben Sie ebenfalls in
Klammern hinter den Term aus Schritt zwei. Weil es ja die rechte Variable ist, fangen Sie jetzt
auf der rechten Seite mit dem héchsten Exponenten an und enden auf der linken Seite mit
der Null.

Schon sind Sie fertig und kdnnen den entstandenen Ausdruck berechnen und
zusammenfassen.
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1) Berechnen Sie das Ergebnis mit Hilfe der Binomischen Formeln.

(2x — 4y)* - (2y + x)?

48 - <O 5x? —1>2 — 8<1x — 2y> - <lx+ 2y>
’ 3 4 4
2 2
12 - <—§+ 6x> (3 =4x) —2(5-2x))

2) Entfernen Sie den Wurzelterm aus dem Nenner.

x—2 NER
5—2-/3x—=5 3-V2x+\V4—x

3) Bestimmen Sie die Losung der Aufgaben mit Hilfe des Pascall’'schenDreiecks

(2x — y)° (—%x — 4)4




AUFGABEN

. Vx — 3x Jy =3+ 2x 3a+4
) 2\/}_5 y+2_3x 2va — 2+ 3Vv5 - 2a
4i — 3 50+ 3 71 —5
2 T 1-3i 4i—3
5i 6i—4 1.
3) z=2— - — 4§
3i—4 2—-1 5
5 4
1 ab c
4 2a — ab)* —x — — —
) (2a — ab) <2x 2y> <4C+0,5b>
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Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Wo liegt der Unterschied zwischen dem 1. und 2. Binom?
Wie nutzt man das 1./2. Binom zum Kopfrechnen?

Fir was kann man das 3. Binom nutzen?

Wie kann man mit dem 3. Binom kopfrechnen?

Was versteht man unter der konjugiert komplexen Zahl?
Was ist die Koeffizientenstruktur des Pascal‘sche Dreieck?
Wie funktioniert das Pascal‘sche Dreieck?

X X X X X X

Was sind die Voraussetzungen fir das Pascal‘sche Dreieck?



{7 4.2.26 Dividiere: a) (3az — day + 3bz — dby) : (a + b); -
b) (6u? -—4u v+ 5uv +2uv® - ) (2 —v);

. c) (1823 - lbc’y-l- 10zy® — 8y?) : (3z — 2y);. : |
d) (4z? - 3z* y+ azy’ 4.ry+5rz - 3zyz -y +z’) (z— 3+‘ z).

Erg&nzende Aufgaben. KT p M
U 4.2.27 Lése die Klammern auf und fasac gegcbcncnjalls zusammen:

a) 3a + (26— 2a); - ? 4z - (3x + y); ;—2u+(3v+4u),

d)d—e—(d—e); e 3c-—4a—(2a-—3c) f) 5a — (5a -+ ¥);

4z - (y+(z —4z) -2 h) 5u —6v — (3 ﬂu Su + 3w));
_?) a-—(b(— (:-s-b (c)— 2a)+b) -i-)c)) ' (w ( | + w))
k)2z—(z—(y+:-—(z+x) z)).

U 4.2.28 Sﬁzc Khlmmem an den gckcuuelcbnden S'lc"cn o |
a)a+'c—¢f b):t—- u-}-a, c) f--. ¢....d’ d)a—- c—'d e __jl

.fl 4.2.29 cht}lmerc oug .
a) 2u(3a — 4¢); b) 6y(2d+ 3e); c) an(:: - ) d) ( Sy)(—-z u)

,ﬂ 4.2.30 K lammere sus: '
a) 282z - 142y + 35uzr; b) 48abe — 12ab + 360.:, |
¢) dbe +27¢b¢ + lsbcd“ d) 15uve + 18141: Burz.
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U4.2.31 Hnl‘uhzzvréau
a) (2z - 3‘)("“ 2b); X b) n+l+c)(d-—e);

- -e) (2a — 3b +4¢c)(6u — 5u + 8w); ' d) (5ab— 6e){z+y - z), i
e) (22—-3z)(4z+5z2); © . f) (5a—8)(3a- 21
2u — 2v 4 3w){u + 4v — Gu), h) (3a — 8)(6z ~ Qy)[&t b);
;) z—3)(z+2)z - l) el k) 2=z + y)(y 3)(21 + 2).

U 4.2.32 Klammere dus: = -
a; uz — uy+ 6ve — ey b) l(]ac+ Bbc +5ad -+ 3M - :
daz - 12ay — 2cx + 6cy; d) eu+az+ dv du—av— dz'. |
e 203-}35y 20y~ dbr+ex—cy o B -
ue — vy — wz+v:r—-wr-—uy+wy+uz+vz, : ;
?)) ab —ay — sz+3au ~ buz+ 2z2y; k) bz — by —az + ay;

32z 462y —. 2y-— g7 g k) Bukz_ 2¢x ~ 4gb+ l.' .
fl4233Dwzdzen St T K LT R
a) {121111 18uw + Buz): 3u ~b) (Taz + 49ay) : Te;
c) 24ab: + Jbacd - lSac.r) 3ac-. ' o B

U 4.2.34 Dividisre: S
a) (6au — dav — 6bu + 461:) s - b);
b) (l2a3 8a’b + 20ab — 6ab’ + 155%) - (4a -l-36).
c) (18u = 3u'v + 2uv’ - sz) (Bu—2v); =
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U 4.0.1.Lésen Sig die Klammern ouf und fassen Sie zusammen:
a) u—2v— (3~ (20 +4u)); b) & — [y — (=~ 9))-

U 4.0:2 Klarmnchl Sie ous: a))l2bcg 20abc+ 8bed,
b) 60t—2av+ﬁbﬂ 2bv; ¢) ax— ay+ bz —

fJ 4.0. S’Muusphaeren Sie aus: a) 2¢(3a— 4b) b) (2a— 3b)(4z y),
¢) (¢+b—c)(a-— b+ c).

U 4.0.4 DividierenSie: a) (12acz - — 8cy) de;
b) (353: — 2ay +8bz — 2by) : (a + b);
©) (: 2%y + Szy+ dzy’ + 2¢%) : (2 + 2;)

0 4.2.5 Lisen Sie die Klammern auf und fassen Sie zusammen:

a) 2a 4+ (3b+ ¢); b) d— 2 — (f — 29); ¢) 4a — 2b — (4a— 3b);

d)5¢+3:+(33 de); e)2u—-(u—-u)-——w f) 3a4 b4 (a—20).

fJ 4.2.7 Lésen Sie die Klammern auf und fessen Sie zusammen:
a) 2z — 4y — (22— (¢ + 3)); b} ¢+ (2f — (9 + 2f));

) u— (v — (2u+ (u—v) +v) - u); d) e+b—(2a— (b+a] - ).
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U 4.2.9 Setzen Sie an den durch gekennzeichneten Stellen Klanmern:
a) 2+ y+2+v"; b) u—"v—w+z" ¢) z—"utv+u’; d) s—‘y+ u—v' 47

U 4.2.14 Klammern Sie aus:
a) Sag + 20ad + 15ac; b) 492z — Hau+ 212y,
) 8def — 4deg+ 11ade; ) Bac— 12abe + 36acg — 18zcz.
U 4.2.17 Multiplizieren Sie aus: |
a) (= +2y)(u — 3v); b) (2a — 3b)(4¢ — 3d);
 €)(9a+4b-3c)(bu—3z+ 4z); d) (42 — 2y) (3¢ + 20)(a+ ).
U 4.2.19 Multiplizieren Sie aus: T '

a) (4a-+ 3b)(8a — 65); b) (5u—3v)(2u+4v); ¢) (—y+ 2)(z+y—2).

- ———— . S — 7 ——

a) Sau — Bav -+ 4bu — 3by; _ b) az — 2y — 2oz + 4by;
¢) 12uv — Suy + 4va — =Y; d)?d—?k+2¢u—2¢v-—2m+2cv;-
e) Maz + 14az — Bty + 6bz — 2lay — 2ex -+ ey + 6bz — 2ca.

U 4.2.24 Dividieren Sie: N |
a) (24az — 12ay) - ba; b) (28uz — 35vz + 1437) : 2.
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TEILBARKEIT

Eine ganze Zahl a ist dann durch eine ganze Zahl b teilbar, wenn das Ergebnis g der
Division ebenfalls eine ganzen Zahlen ist, so dass man die Teilbarkeitsrelation wie
folgt definieren kann:

‘z{(a,b)e ZxZ\b=q-a,qe Z}

In der Mathematik nutzt man anstelle von (a, b) € | primar die Infix-Notation a|b
(gesprochen: a teilt b).

Daraus ergeben sich die folgenden Regeln / Zusammenhange:

* Transitivitat: alb Ab|c - alc

» Kirzbarkeit: c-alc-b — a|b; c € Z\{0}

* Produktregel: alb Acld —a-c|lb-d

* Linearitat: alb; Aalb, —salm-b;+n-b,ymneZ

Games Academy 2015 Torsten Schreiber 72



DIVISION MIT REST

Bei einer ganzzahligen Division mit Rest werden zwei Zahlen a,b € Z mita + 0
betrachtet. Bei der Division entstehen immer zwei eindeutige Zahlen p,q € Z, so
dass die groBere Zahl b stets als Produkt + Rest beschrieben werden kann.

b=q-a+r mit 0<q <|a|
L . 2. b
Als ganzzahlige Division von b und a erhalt man demzufolge g und es gilt: -2 = q

Diese Definition des Rests haben wir bereits auf Seite 7 mit der Modulo-Operation
kennen gelernt. Bei der Modulo-Operation erhalten wir nur den Rest der Division.

Beispiel: a=8;b=115
115=1124+3=14-84+3=>q =14,r =3

Es gilt demzufolge: 1—185 = 14 und 115 mod 8 = 3
Z
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GRORTER GEMEINSAMER TEILER

goT: grolRter gemeinsamer Teiler:

Beim grofSten gemeinsamen Teiler sucht man die grolitmaogliche natiirliche Zahl,
die zwei oder mehr Zahlen ganzzahlig teilt.

Es gibt a, b, d € Z fur die gilt d|a und d|b, wodurch d ein gemeinsamer Teiler
von a und b sein muss.

Wenn jetzt fir jeden anderen gemeinsamen Teiler ¢ von a und b gilt, dass c|d,
dann ist d auch der grolite gemeinsame Teiler von g und b:

d =ggT(a,b)

Haben zwei Zahlen als groBten gemeinsamen Teiler nur die eins, so dass
99T (a,b) = 1 gilt, so sind die Zahlen teilerfremd.
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KLEINSTES GEMEINSAMES VIELFACHES

keV: kleinstes gemeinsames Vielfaches:

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist das Pendant zum zuvor definierten ggT.

Es wird hier eine moglichst kleine natirliche Zahl gesucht, die das Vielfache
zweier Zahlen darstellt.

Es gibt a, b, d € Z fur die gilt a|d und b|d, wodurch d ein gemeinsames
Vielfaches von a und b sein muss.

Wenn jetzt fur jedes andere gemeinsame Vielfache ¢ von a und b gilt, dass d|c,
dann ist d auch das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b:

d =kgV(a,b)

Flr die Berechnungen des ggT(a,b) und auch kgV(a,b) nutzt man u.a. das
Verfahren der Primfaktorzerlegung.
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PRIMFAKTORZERLEGUNG |

Primzahl:

Eine naturliche Zahl p > 1 ist eine Primzahl, wenn sie nur durch 1 und sich
selbst teilbarist: P ={2;3;5;7;11;13;17;...}

Primfaktorzerlegung:

Eine naturliche Zahl p > 1 kann als Produkt von Primzahlen dargestellt werden.
Sortiert man diese Primfaktoren, so erhalt man die kanonische Darstellung.

P=P1'P2'P3" " "Pn

Fir die Zerlegung faktorisiert man die Ausgangszahl und startet bei der
kleinsten Primzahl und fass anschlieBend gleiche Faktoren zusammen.

504 =2-252=2-2-126=2-2-2-63=23-63
63=3-21=3-3-7=3%-7

= 504 =23-32-7
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PRIMFAKTORZERLEGUNG I

Anwendung auf ggT(a,b) und kgV(a,b):

Im ersten Schritt zerlegt man die zu betrachtenden Zahlen in deren Primfaktoren.

160 =2-2-2-2-2-5=2°>-5
144 =2-2-2-2-3-3 =2%-32

goT - Bestimmung:

Zur Berechnung des ggT fasst man die gleichen Primfaktoren als Produkt zusammen:

= ggT(160,144) =2-2-2-2 =16

keV - Bestimmung:

Zur Berechnung des kgV nimmt man die am haufigsten vorkommenden Primfaktoren
und setzt diese zu einem Produkt zusammen:

= kgV(160,144) = 25-32.51 =32-9.5 = 1.440
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AUFGABEN

1. Zerlegen Sie die gegebenen Zahlen im ersten Schritt in deren Primfaktoren und
bestimmen anschlieBend den groRten gemeinsamen Teiler ggT sowie das
kleinste gemeinsame Vielfache kgV.

a) a=3.528Ab=3.780
b) a=776.160Ab=2.494.800

c) a=1.008Ab=1.080Ac=2.940
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EUKLIDISCHER ALGORITHMUS

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus, kann man den ggT(a,b) einfach bestimmen.

Esgilta,b € Zmita > 0

1. Berechnung der ganzzahligen Division mitRest: b =qg-a+r mit 0<q < |a|

2.1.Istr # 0, dann ersetze b := a und a = r und Starte wieder bei 1.
2.2. Istr = 0, dann ist a der gesuchte Wert vom ggT(a,b).
Beispiel: ggT(1.264, 616)

1.264 =2-616+ 32

616 =19-324+8

32 =4-8+4+0

= ggT(1.264,616) = 8

Games Academy 2015 Torsten Schreiber 79



AUFGABEN

1. Wenden Sie bei den folgenden Aufgaben den Euklidischen Algorithmus an und
bestimmen somit den ggT.

a) a=840Ab=980
b) a=975Ab=2.340

c) a=96.096Ab=1.092
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1) Arithmetik:
Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke soweit als méglich;|
a) —a+@B-(b+5-(c-2+(a+b)))-(c—-4)

b) v+ x)(x=43)=8(; x+5)
2) (2a® —10ab +10ac —17bc +12¢* +6b*) : (a—2b +3¢)
(8x*y> —14xy” —6xyz+3y°z—2xy*z+4x>y+4x>y7) : 2xy —3Yy)
(a’b+2cd* —3ab* —5¢*d +5abc + abe —2abd — cde — acd +3bcd) : (ab —cd)

3) x3—2x*—-5x+6=0

2x3 — 22x = 8x?% —60
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Was bedeutet das Storprinzip in der Arithmetik?

Wozu bendétigt man die Menge der moglichen Teiler?
Wie funktioniert die Polynomdivision?

Was ist ein Linearfaktor?

Was bewirkt ein Parameter in einer Funktionenschar?
Was ist eine Tautologie in der Arithmetik?

Wie hangt der Koeffizient mit der Variablen zusammen?
Was ist die Nullform einer Gleichung?

Wie wird die Teilbarkeitsrelation definiert?

Welche Eigenschaften besitzt die Teilbarkeit?

Was bedeutet der ggT(Zahl_1, Zahl_2)?

Wofiir braucht man das kgV(Zahl_1, Zahl_2)?

Wie ist eine Primzahl definiert?

Was ist die kanonische Darstellung als Produkt einer Zahl?
Wie nutzt man die Primfaktorzerlegung fiir ggT / kgV?
Wie funktioniert der euklidische Algorithmus?

AN N NN A YN N N N NN NN



BRUCHRECHNUNG |

KgV: Kleinste gemeinsame Vielfache

Hier versucht man durch Primfaktorenzerlegung eine Zahl zu finden, die durch
die gegebenen Zahlen teilbar sind.

Dies beno6tigen Sie um Briiche gleichnamig zu machen.

5 5 _ 5-(3:5) 75
56 2-:2:2-7 2:2:2:3:5-7 840

111 11-(2-7) 154
60 2:2-3:5 2:2:-2:-3:5-7 840

ggT: grofBter gemeinsamer Teiler:

Auch hier wird durch die Primzahlen eine Zahl gesucht. Nur diesmal missen die
gegebenen Zahlen durch das Produkt daraus teilbar sein.

Diese Methode wenden wir beim Kiirzen an.

660 2:-2-3-5-11 5 5

1848 2-2-2-3-7-11 2-7 14
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BRUCHRECHNUNG I

Hauptnenner:

Damit Briiche addiert bzw. subtrahiert werden kdnnen, miissen diese im ersten
Schritt auf den gleichen Nenner (Hauptnenner) gebracht werden, um
abschliellend die Zahler zusammen zu fassen.

2 3 5 28 312 53 16+36-15 37

372787387212 837 2 24

Doppelbruch:

Bei einem Doppelbruch handelt es sich im Grunde genommen um eine Division
von zwei Bruchtermen. Zur Berechnung werden der Zahler / Nenner im ersten
Schritt in einen reinen Bruch umgewandelt und abschliefend wird der Zahler
mit dem Kehrwert des Nenners multipliziert.

4 2 12-10 2
T3 ~ {15 15 2 18 2-2:3:3 6
1+§_ 2+12 14 15 14 3-5-2-7 35
976 18 18
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BRUCHRECHNUNG Il

Eine rationale, endliche Zahl wird in einen Bruch verwandelt, in dem man den
Teil hinter dem Komma als separaten Bruch darstellt und diesen dann mit dem
ganzen Teil der Zahl addiert.

8375—8+0375—8+375—8+3—83—67
’ B ’ B 1000 8 8 8

Handelt es sich um eine periodische Zahl, so wird die Zahl vor der Periode
getrennt und diese dann in einen Bruch verwandelt und mit dem Rest der Zahl
addiert.

4166666666 ... = 4,16 = 41 + 0,16 = o~ + = = 22>
| e T TRV
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Kirzen Sie die Briiche soweit als moglich und geben Sie das Ergebnis als Dezimalzahl an?

1688

c) S

792

48 312
- b) -~
1188 54

Wandeln Sie die gegebenen Dezimalzahlen in einen Bruch um und Kiirzen diesen wenn moglich.

2,05b) 8,01 c) 1,625

Bestimmen Sie das Ergebnis der Aufgaben, in dem Sie die Briiche erweitern und zusammenfassen.

2 5+7+21 (4+4) 2 (3 1 5+2 .(3+7>
5 3 2 “2\3°'5/ 3\4 6/\273)/ \""4

Fassen Sie den Doppelbruch soweit als moglich zusammen.




0 s.s. .y 498 -14ac+c? 282-63V2 9x®-25V
M 5.25 Kiirze: a) T4a-2c 7 b) 2 T2 euva TR b @ T 3x+Sy
P el 9&-su+1 £) 27ad+18bd o x+X
* c+2 9F-1 S1a-367 8T
f ax’-ay’ _ i
¥  2ax-3ay
U 4.5.26 Addiere: a)§+%-llo; b)£+—;-%+%-—q};
*
* b a b a u-v  u-w  vew
% Z_4, had o, _ . a
:C)a b’ -Ql.a*b % )uv uw | vw )a+b a-b’
* g) i I 2b+] h 2P-13v 2u+Sv .}4 -5 6x+1
% c+e2 3a’ 6Gab’ 2u-3v) % Gu-10v * Y 2x-2 " 3x-4?
NP S SR S | X 2x 2% -9x
* k)= ¢~ 4 2 = -
PRI gt D2 3ae 50 &®

U &.5.27 Berechne a) 8 b} 13 38, c) 28ac : 73.11@

x 7 Z1 » 27 T 637 12cd
:’E d)“_"i 8xy . e Gf- | 6VP . 2u-bv
x 7z "2z o 3(U+V) u+6Yv
X4 e .
{) 4.5.28 Vereinfache: a) :’; 3 ; b) H; C) arb a-b
* 2 hed - 2
bt Yy X bt4+a -5
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__I__ —

9 15 4y 3z
ﬁ—Oﬂ 5x+3z
3 6yz 2x

2) i_§+i_1l:i_0,9
5 4 12 6 15x

3) Bruchrechnung (8 Punkte):
05 1
2x+3y x2-y? 5 z
) il i b) —> 2%
x+y (x+y) £+2+i
5 Xy
a 3
5 —+2+-—
2u®=2uv 4 1
a) ")—:”__Jr_ b) 3 a
u-—v- 3 u l+i
6 2a
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?



Wiederholung

Diese Fragen sollten Sie ohne Skript beantworten konnen:

Wie addieren / subtrahieren Sie Briiche?

Wie kann man einen gemischten Bruch multiplizieren?
Worauf ist bei der Division durch einen Term zu achten?
Wie losen Sie einen Doppelbruch auf?

Wie kann man eine Bruchgleichung losen?

Woflr nutzt man kgT und ggV?

Woran erkennt man eine periodische Zahl?

X X X X X X

Wie wandelt man eine Kommazahl in einen Bruch um?



EXP

-\

\
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POTENZGESETZE

2 3 243

X x=x"=x
4

X 402 2

—2—)6 =X

X
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EIGENSCHAFTEN VON POTENZEN

Wichtige Zusammenhange fiir die Potenzberechnung mit rationalem Exponenten:

Polynom:
Der héchste natirliche Exponent bestimmt den Grad des Polynoms x" +a-x"" +..+z-x°
Beispiel: X =2-x"+3-x =12 Polynom vom Grade 5
Wurzel: 1
Der Grad einer Wurzel steht immer im Nenner des Exponenten % =x"
1 2
Beispiel: Vx? = (x2 )3 = x3
Briche: 1
Ein negativer Exponent wird durch einen Positionswechsel positiv x =

-2 o) 2 4 X
Beispiel: l = l = o
' x° 2 4
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AUFGABEN ZU POTENZEN

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke mittels der Potenzgesetze.

_2.( . 3)5
1) \/X3‘W 4) \/);3_;427

Bu>v?w)* 3 s')? (Sab™c*)’  (47'a?b°c%)’

2) (81r—3s—21_3)2 ) (24u3v—4w—2)— 5) (2—3 x2y0)-2 : (25xy—3)—2
-2
k[ 2-k k 2x o
3) a \/g 6) \/ (2 ,—)5 2

(%)3’”4 ' (WJ"” 2 4x-4

Berechnen Sie folgende Ausdriicke und geben die Losungsmenge an.
2
16
a) v =125 b) (3 xSJ =1024 c) 3 =0,25

X

Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.

) f)=Vx"=9 ) g(x)=5-(2x-8)” ) h(x) = (x? —4)f
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AUFGABEN ZU POTENZEN

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke mittels der Potenzgesetze.

472 )

1) 3\/\/614 -\/673-%-612 o (Q/;)2n+5

3) 2 .
2n/ 4n—6 n
3(2x—2y—3)2 | 8(3a4b_3)2 X 2’x6—n

3-2n
4(3a3b—2)3 9(2x—1y—2)3 (I’l x2 )

2)

Berechnen Sie folgende Ausdricke und geben die Losungsmenge an.

a) (1\2/)?)3:64 o) [{/x)' =20 0 Ui :[ 5 j

81

Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- und Wertebereich an.

) ) =3— ) g(x)=3-(x*=7x+12)°
x—2
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OPERATION / GEGENOPERATION

Im Bereich der Arithmetik wird durch Bildung der abhdangigen Gegenoperation
stets das neutrale Element erzeugt (Multiplikation: 1 und Addition: 0).

Lineare Gleichung:
Mittels einfacher Gegenoperationen und den zugehdrigen neutralen Elementen
wird eine Gleichung nach der Unbekannten freigestellt.

Beispiel: 3-x-5=4<3-x-5+5=4+5<3-x+0=9 | +5

3-x+0=9<:>3%-x+0=9%=1-x+0=3(:)x=3 : 3

Potenzgleichung:
Nach Uberfiihrung des Terms in einen reinen Potenzausdruck wird der Exponent

mittels elementarer Umformungen zum neutralen Element 1 umgewandelt.
3

]2:4

[SSRR )
[SSRRN)

N | W

2 3
Beispiel: 3\/x2=4<:)x3=4<:>(x o 32 =4 o x' =J64 = x =18
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FUNKTIONSGRAPHEN |

f(x)=2x"=3x"—-4 f(x)=3x"—2x
AY AY

ETTIE Y SRR BT EEE
5 — — 5~ _
: :x : :x
0 > 0 >
5 \/J _ 5 _
g i | @ & i i@ ) ow g ¢ « 1l & s i a4 @ 1 oA

% 0 2 ) 0 2
» Achsensymmetrie »Punktsymmetrie
»Ganzrationales Polynom (Grad 4) » Ganzrationales Polynom (Grad 3)
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FUNKTIONSGRAPHEN i

F(x)=2x3 =23/x

¥

4 I""l""""'l""l
: 10 — -
2- . /x
: 0 >
0 _10/ _
-10 -5 0 5 10 -100 -50 0 50 100
»Achsensymmetrie »Punktsymmetrie
»Hyperbelfunktion » Wurzelfunktion
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DEFINTIONS-/ WERTEBEREICH

Definitionsbereich:
Alle Zahlen, die in einem Ausdruck/ Term eingesetzt werden diirfen, werden mittels
Mengeneigenschaften in Abhangigkeit der zugehorigen Variablen beschrieben.

» Ein Polynom vom Grade n ist stets fiir alle reellen Zahlen definiert.
» Eine Wurzel darf nun aus positiven Termen inkl. der NULL gezogen werden.
» Bei Briichen ist darauf zu achten, dass der Nenner nicht NULL wird.

X

Beispiel:  f(x)=3-J2—x;D=1{xe Rlx<2} g(x)= 3,D=9{\{—3}
X+

Wertebereich:
Die Zahlen, die durch einen Ausdruck/ Term berechnet werden kénnen, ergeben den
Wertebereich einer Funktion (y-Achse).

» Mit geradem Exponenten kdnnen nicht alle reellen Zahlen abgebildet werden.
» Mit ungeradem Exponenten werden alle reellen Zahlen erreicht.
» Bei Briichen/ Wurzeln muss auf Ausnahmen geachtet werden (Definitionsbereich).

2 W =R\ {0}

(e=1)"
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Beispiel: f(x)=x*-3x*+2W ={ye Rl y=2} g(x)=



Geben Sie bei folgenden Funktionen den Definitions- bzw. Wertebereich an,

AUFGABEN

bestimmen das Symmetrieverhalten und zeichnen Sie eine grobe Skizze.
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x> =9

a) f(x)=

b) g(x)zx3 —5x+L
2x

o) h(x)=4-3-(x*-8)
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Welche neuen Begriffe habe ich kennen gelernt?



